
Log-Concavité du déterminant

Recasage : 152 / 158 / 253

Référence :

Soit A,B ∈ S ++
n (R) et α, β deux réels positifs telle que α+ β = 1 :

det
(
αA+ βB

)
≥
(
det(A)

)α(
det
)β

Théorème 1

Preuve.

On va donner deux preuves de ce résultats, une preuve algébrique et une preuve analytique.

I Preuve algébrique : On utilise le théorème de réduction simultanée :

Le théorème de réduction simultanée donne l’existence de P ∈ GLn(R) et de D = diag(λ1, · · · , λn) avec
λi > 0 ∀i ∈ J1;nK telles que A = tPP et B = tPDP . Ainsi on obtient det(A) = det(P 2) et det(B) =
det(PDP ) = det(P 2D) de sorte que :

(
det(A)

)α(
det(B)

)β
=
(
det(P 2)

)α(
det(P 2D)

)β
De plus on sait que α+ β = 1 ainsi det

(
αA+ βB

)
= det(P 2)det(αIn + βD). On doit alors montrer que :

det(αIn + βD) ≥
(
det(D)

)β
c’est à dire

n∏
k=1

(α+ βλk) ≥

(
n∏
k=1

λk

)β

Par passage au logarithme (les quantités sont positives) on doit donc montrer que :

n∑
k=1

ln(α+ βλk) ≥ β
n∑
k=1

ln(λk)

Or la fonction logarithme est concave donc ∀i ∈ J1;nK ln
(
α+ βλi

)
≥ α ln(1) + β ln(λi) le résultat s’en suit en

sommant pour sur tout i.

I Preuve analytique : On commence par démontrer le résultat suivant :

I =

∫
Rn

e−〈x,Ax〉 dx =
π

n
2√

det(A)

Comme A ∈ S ++
n (R) on peut alors diagonaliser dans une base orthonormée de sorte que A = PDP−1 avec

D = diag(λ1, · · · , λn) et P ∈ On(R). On pose alors le changement de variable u = Px de sorte que le déterminant
du Jacobien soit celui de P à savoir 1 (en valeur absolue). Donc :∫

Rn

e−〈x,Ax〉 dx =

∫
Rn

e−λ1u
2
1−λ2u

2
2−···−λnu

2
n du1 · · · dun

1



Et en vertu du théorème de Fubini-Tonelli et le changement de variable u =
√
λixi (licite car les valeurs propres

sont strictement positives) :

I =

n∏
i=1

∫
R
e−λix

2
i dxi =

π
n
2

√
λ1λ2 · · ·λn

=
π

n
2√

det(A)

On peut maintenant passer à la preuve de ce résultat grâce à cette relation. On va utiliser l’inéalité de Hölder
avec p = 1

α et q = 1
β donc 1

p + 1
q = α+ β = 1, ainsi :

π
n
2√

det(αA+ βB)
=

∫
Rn

e−〈x,(αA+βB)x〉 dx

=

∫
Rn

e−α〈x,Ax〉e−β〈x,Bx〉 dx

≤
(∫

Rn

e−〈x,Ax〉 dx

)α(∫
Rn

e−〈x,Bx〉 dx

)β
≤ π

n
2√

det(A)αdet(B)β

Et donc on retrouve bien det
(
αA+ βB

)
≥
(
det(A)

)α(
det
)β

. Ceci est evidemment la traduction de log-concave
en effet en passant en logarithme on a :

ln
(

det
(
αA+ βB

))
≤ α ln

(
det(A)

)
+ β ln

(
det(B)

)
�

On donne une démonstration du théorème de pseudo réduction simultanée.

Soit A ∈ S ++
n (R) et B ∈ Sn(R). Alors il existe P ∈ GLn(R) telle que :

A = tPP B = tPDP

Lemme 1

Preuve.

Comme A ∈ S ++
n (R) l’application (X,Y ) 7−→ tXAY définit un produit scalaire de fait il existe une matrice

C inversible tel que :

tCAC = In

De plus la matrice tCBC est une matrice symétrique donc par le théorème spectrale on a l’existence d’une
matrice Q ∈ On(R) telle que :

tQ tCBCQ = D

On pose alors P = CQ et on obtient alors le résultat voulue.

�

Remarque.

La log-concavité du déterminant est une étape dans la démonstration de l’ellipsöıde de John.
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